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Re´sume´. L’analyse de Delon des types dans les corps value´s devient par-
ticulie`rement transparente dans le langage des corps value´s auquel on ajoute
une  application coefficient . On obtient ainsi une preuve du transfert a`
la Ax-Kochen-Ershov de la proprie´te´ d’inde´pendance en e´gale caracte´ristique
ze´ro.
Abstract. Delon’s analysis of types in valued fields becomes especially
clear when we add a function symbol for a “coefficient map”. In particular we
get a proof of the Ax-Kochen-Ershov principle for the independence property
in equal characteristic zero.
1
1 Introduction
Dans [3],[2] Delon donne une analyse des types sur les corps value´s hense´liens
d’e´gale caracte´ristique ze´ro. On peut en de´duire un the´ore`me de type Ax-
Kochen-Ershov pour la proprie´te´ d’inde´pendance, le cas ou` le corps des restes
est clos par radicaux e´tant de´ja` donne´ dans [3]. Dans cette note, nous in-
diquons comment cette analyse des types devient particulie`rement trans-
parente dans le langage des corps value´s auquel on ajoute un symbole de
fonction pour une  application coefficient  (voir [5]), c’est-a`-dire un ho-
momorphisme du groupe multiplicatif dans le groupe multiplicatif du corps
des restes, homomorphisme qui prolonge le passage au reste pour les e´le´ments
de valuation nulle. En particulier, on obtient une preuve simple du the´ore`me
a` la Ax-Kochen-Ershov e´voque´ ci-dessus (the´ore`me 4.2, corollaire 4.3). Le
langage des corps value´s L sera le langage a` trois sortes, pour le corps de
base, le groupe de valuation et le corps des restes, muni de symboles pour la
valuation et le passage au reste, avec le langage des anneaux pour le corps
de base et le corps des restes, et le langage des groupes abe´liens ordonne´s
pour le groupe de valuation. Pour un corps k , kx de´signe son groupe mul-
tiplicatif. Pour un corps value´ (K, v), vK de´signe son groupe de valuation
comme groupe abe´lien ordonne´, K son corps des restes et x le reste de x
si v(x) ≥ 0 . Pour f : (K, v) → (L, v) un plongement de corps value´s, fv
de´signe le plongement induit de vK dans vL et fres le plongement induit de
K dans L.
2 Application coefficient
De´finition 2.1 Une application coefficient d’un corps value´, disons (K, v),
est un homomorphisme de Kx dans K
x
, disons co, tel que co(u) = u si
v(u) = 0.
Exemple 2.2 (1) Soit K = C((T )), avec la valuation naturelle : pour f =
aNTN + aN+1TN+1 + . . ., avec aN 6= 0, v(f) = N . L’application de´finie par
co(f) = aN est une application coefficient. (2) Soit K le corps des nombres
p-adiques avec la valuation p-adique : pour a = aNpN +aN+1pN+1 + . . ., avec
0 ≤ ai < p, aN 6= 0, v(a) = N . L’application co(a) = aN est une application
coefficient.
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Cette notion apparaˆıt dans [4], elle est utilise´e dans [8] puis [5], elle est
e´tudie´e dans [6] et [9]. Tout corps value´ a une extension e´le´mentaire qui
posse`de une application coefficient (voir [9]).
Lemme 2.3 ([6]) Soit (E, v, co)et(F, v, co) des corps value´s munis d’une
application coefficient. Soit β un plongement de E dans F . Soit K un
sous-corps de E et i un plongement de corps value´s de K dans F tel que
β(co(x)) = co(i(x)), pour tout x dans K. Soit K ⊂ L ⊂ E un corps in-
terme´diaire et iL un plongement de corps value´s de L dans F qui prolonge
i. Supposons qu’il existe un sous-groupe G de Lx tel que vL = vK + vG, et
un ensemble de ge´ne´rateurs H de G tel que β(co(h)) = co(iL(h)), pour tout
h dans H. Alors on a β(co(y)) = co(iL(y)), pour tout y dans L.
En ajoutant un nouveau symbole co au langage L et les axiomes appro-
prie´s, on obtient le langage Lco des corps value´s munis d’une application
coefficient. Le the´ore`me d’e´limination relative des quantificateurs sur les
e´le´ments de corps value´ de Pas entraˆıne un principe de Ax-Kochen-Ershov
dans le langage Lco ([8]; voir [5], (3.5)), et aussi une proprie´te´ de plongement.
The´ore`me 2.4 Soit (E, v, co), (F, v, co) des corps value´s hense´liens munis
d’une application coefficient et dont le corps des restes est de caracte´ristique
ze´ro. Alors (1) (E, v, co) ≡ (F, v, co) dans Lco si et seulement si vE ≡ vF
et E ≡ F et (2) supposons (E, v, co) ⊂ (F, v, co) dans Lco, on a (E, v, co) ≺
(F, v, co) dans Lco si et seulement si vE ≺ vF et E ≺ F .
Proposition 2.5 Soit (E, v, co), (F, v, co) des corps value´s hense´liens munis
d’une application coefficient et dont le corps des restes est de caracte´ristique
ze´ro, et tels que (F, v, co) est | E |+-sature´. Soit α un plongement e´le´mentaire
de vE dans vF et β un plongement e´le´mentaire de E dans F . Soit K un
sous-corps de E et i un plongement de corps value´s de K dans F tel que iv et
ires co¨ıncident avec les rectrictions de α et β, et β(co(x)) = co(i(x)) pour tout
x dans K. Alors il existe un plongement de corps value´s j de E dans F qui
prolonge i , tel que jv et jres co¨ıncident avec α et β, et β(co(y)) = co(j(y))
pour tout y dans E.
Mentionnons que van den Dries montre directement cette proposition sans
supposer que les plongements α, β sont e´le´mentaires, ce qui fournit une autre
preuve du the´ore`me d’e´limination de Pas (voir [6]).
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3 Types
Fixons dans le langage Lco une the´orie comple`te T de corps value´s hense´liens
dont le corps des restes est un mode`le d’une the´orie Tr,0 de corps de car-
acte´ristique ze´ro et dont le groupe de valuation est un mode`le d’une the´orie
Tg de groupes abe´liens ordonne´s. On donne maintenant une axiomatisa-
tion des 1-types sur les mode`les dans le langage Lco. Cette analyse suit de
pre`s celle de Delon (voir [3]). Elle distingue trois familles de types. Con-
side´rons une extension de corps value´s (K, v) ≺ (M, v) , x ∈ M \K, et soit
IK(x) = {g ∈ vK : ∃k ∈ K, v(x− k) = g}. Le type tp(x,K) se classe parmi
l’une des trois familles suivantes: (1) IK(x) = {v(x− k) : k ∈ K} et posse`de
un maximum; (2) IK(x) = {v(x−k) : k ∈ K} et ne posse`de pas de maximum;
(3) IK(x) 6= {v(x− k) : k ∈ K}, et alors {v(x− k) : k ∈ K} = IK(x) ∪ {g0}
et IK(x) < g0.
The´ore`me 3.1 Soit (K, v, co) un mode`le de T et x dans une extension
e´le´mentaire, x 6∈ K.
(1) Si tp(x,K) appartient a` la premie`re famille, alors il est comple`tement
de´termine´ par deux constantes a, b ∈ K, a 6= 0, telles que v(ax + b) =
0, ax+ b 6∈ K, et par le type tp(ax+ b,K).
(2) Si tp(x,K) appartient a` la deuxie`me famille, alors il est comple`tement
de´termine´ par une suite (aρ; γρ) indexe´e par un ensemble bien ordonne´, ou`
aρ ∈ K, γρ = v(x− aρ) et (γρ) est cofinale dans IK(x) .
(3) Si tp(x,K) appartient a` la troisie`me famille, alors il est comple`tement
de´termine´ par une constante a ∈ K telle que v(x − a) 6∈ vK, par le type
tp(v(x− a), vK) et par le type tp(co(x− a), K).
De´monstration. Soit (M, v, co) une extension e´le´mentaire assez sature´e,
qu’on pourra ajuster pour obtenir les automorphismes voulus. Identifions
x a` un e´le´ment de M . L’existence des diffe´rents parame`tres est donne´e par
Delon.
(1) Supposons x′ ∈M tel que tp(x′, K) appartient aussi a` la premie`re famille
et tel que v(ax′ + b) = 0, ax′ + b 6∈ K et tp(ax′ + b,K) = tp(ax+ b,K). Il
existe un K-automorphisme de M qui envoie ax+ b sur ax′ + b et l’analyse
de Delon assure l’existence de deux corps value´s Kx, Kx′ interme´diaires entre
K et M tel que x ∈ Kx, x′ ∈ Kx′ , Kx = Kx′ = M , v(Kx) = v(Kx′) = vK, et
d’un K-isomorphisme de corps value´s ϕ de Kx sur Kx′ tel que ϕ(x) = x′ (voir
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[3], th.1 ; on trouve un expose´ de´taille´ dans [1]). En passant aux hense´lise´s
on peut supposer Kx, Kx′ hense´liens. Alors par le lemme 2.3 , applique´ avec
G = H = {1}, l’isomorphisme ϕ est ne´cessairement un isomorphisme pour
le langage Lco et par le the´ore`me 2.4 on conclut que tp(x,K) = tp(x′, K).
(2) Supposons x′ ∈M tel que tp(x′, K) appartient aussi a` la deuxie`me famille
pour la meˆme suite (aρ; γρ). On ve´rifie directement que la suite (aρ) est une
suite pseudo-Cauchy de type transcendant dont x et x′ sont des pseudo-
limites; il existe donc un K-isomorphisme de corps value´s ϕ : K(x)→ K(x′)
tel que ϕ(x) = x′ et on a vK(x) = vK(x′) = vK,K(x) = K(x′) = K (on
trouve un expose´ de´taille´ dans [1]). En passant aux hense´lise´s on peut raison-
ner comme en (1).
(3) Supposons x′ ∈M tel que tp(x′, K) appartient aussi a` la troisie`me famille
pour le meˆme parame`tre a ∈ K et tel que tp(v(x−a), vK) = tp(v(x′−a), vK)
et tp(co(x − a), K) = tp(co(x′ − a), K). Posons y = x − a, y′ = x′ − a;
il suffit de voir que tp(y,K) = tp(y′, K). Il existe un vK-automorphisme
σ de vM tel que σ(v(y)) = v(y′) et un K-automorphisme ρ de M tel
que ρ(co(y)) = co(y′). Comme vK est pur dans vM et v(y), v(y′) 6∈ vM
on a vK(y) = vK ⊕ Zv(y), vK(y) = vK ⊕ Zv(y′), et on obtient un K-
isomorphisme de corps value´s ϕ0 : K(y) → K(y′) tel que ϕ0(y) = y′. Soit
K0,M0 des rele`vements de K,M par une section de l’application de passage
au reste tels que K0 ⊆ M0, et u ∈ M0 tel que u = co(y). On obtient un
K0-automorphisme de M0, disons ρ0, qui rele`ve ρ et tel que ρ0(u) = co(y′).
On obtient encore un K-isomorphisme de corps value´s ϕ1 : K(y,M0) →
K(y′,M0) qui prolonge ϕ0 et tel que ϕ1(y) = y′, ϕ1,res(co(y)) = co(y′), et
on a v(K(y,M0)) = v(K(y)) = vK ⊕ Zv(y), v(K(y′,M0)) = v(K(y′)) =
vK ⊕ Zv(y′), K(x,M0) = K(x′,M0) = M (voir [2],prop.15; ou [3], lemme
2). Alors par le lemme 2.3, en prenant H = {y}, ϕ1 est aussi un Lco-
isomorphisme. Posons K1 = K(y,M0), K ′1 = K(y
′,M0). Notons que la re-
striction de σ a` vK1 co¨ıncide ne´cessairement avec ϕ1,v. Conside´rons la struc-
ture (M, v, co,K1, K ′1, ϕ1, σ, ρ). On obtient une sous-structure e´le´mentaire
(K3, v, co,K2, K ′2, ϕ2, α, β) telle que |K3 |=|K | , K(y) ⊆ K2 ⊆ K3, K3 ≺Lco
M , K2 ≺Lco K1 , K
′
2 ≺Lco K
′
1 , ϕ2 : K2 → K
′
2 est un K-isomorphisme
dans Lco telle que ϕ2(y) = y′, α est un vK-plongement e´le´mentaire de
vK3 dans vM tel que α |vK2= ϕ2,v et α(v(y)) = v(y
′), et finalement β
est un K-plongement e´le´mentaire de K3 dans M tel que β |K2= ϕ2,res et
β(co(y)) = co(y′). Alors par la proposition 2.5 il existe un K-isomorphisme
dans le langage Lco, disons ϕ3 , de K3 sur une sous-structure e´le´mentaire de
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M , qui prolonge ϕ2; en particulier ϕ3(y) = y′ et on peut conclure.
4 La proprie´te´ d’inde´pendance
On travaille dans le langage Lco avec une the´orie comple`te T de corps
value´s hense´liens de corps de restes de caracte´ristique ze´ro comme ci-dessus.
Compte tenu du paragraphe pre´ce´dent l’analyse de Delon des cohe´ritiers
s’applique directement (voir [3]; on trouve un expose´ de´taille´ dans [1]). En ap-
pliquant le crite`re de Poizat pour la proprie´te´ d’inde´pendance par le compte
des cohe´ritiers (voir [10]) on obtient le transfert a` la Ax-Kochen-Ershov, qui
se rame`ne aux seuls corps par [7].
The´ore`me 4.1 Soit (K, v, co) ≺ (M, v, co) des mode`les de T et soit p(x) un
1-type sur K, non trivial.
(1) Si p appartient a` la premie`re famille, ses cohe´ritiers sur M sont les types
q(y) tels que q(y) appartient a` la meˆme famille avec les meˆmes parame`tres
a, b dans K et tp(ay + b,M) cohe´rite de tp(ax+ b,K).
(2) Si p appartient a` la deuxie`me famille on a deux cas:
(2.1) Si M ne re´alise pas p, alors p posse`de un fils unique sur M , ce fils
appartient aussi a` la deuxie`me famille et est de´termine´ par la meˆme suite
(aρ; γρ) que p.
(2.2) Si M re´alise p en x0, les cohe´ritiers de p sont les types q(y) tels que
q(y) appartient a` la troisie`me famille pour le parame`tre x0, IK(p) est cofinal
dans IM(q), tp(v(y − x0), vM) cohe´rite a` gauche de sa restriction a` vK, et
tp(co(y − x0),M) cohe´rite de sa restriction a` K.
(3) Si p appartient a` la troisie`me famille, ses cohe´ritiers sur M sont les types
q(y) tels que q(y) appartient a` la meˆme famille avec le meˆme parame`tre a
dans K, tp(v(y − a), vM) cohe´rite de tp(v(x − a), vK) et tp(co(y − a),M)
cohe´rite de tp(co(x− a), K).
The´ore`me 4.2 Dans le langage Lco soit T comme ci-dessus, T posse`de la
proprie´te´ d’inde´pendance si et seulement si Tr,0 ou Tg la posse`de.
Corollaire 4.3 Dans le langage des corps value´s, une the´orie de corps value´s
hense´liens de corps de restes de caracte´ristique ze´ro posse`de la proprie´te´
d’inde´pendance si et seulement si la the´orie de corps associe´e au corps de
restes la posse`de.
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